Pri pisanju o nasih dveh astronomih in matematikih 17. stoletja, to je o
Cergolu in Kobavu, sem naletel na znamenitega matematika Paula
Guldina, ki ju je ucil ali pa so tudi skupaj vsi trije poucevali matematiko na
grasSki univerzi. Po Guldinu se imenujeta dve geometrijski pravili (izreka,
tudi teorema), ki veljata za vrteca se (rotacijska) geometrijska telesa, to je za
vrtenine. Ker gre za zanimivo in uporabno geometrijsko podrocje, sem 0
tem napisal kratek spis, v katerem opredelim, kaj sta Guldinovi pravili?,
pokaZem tri zglede izracuna povrsine in prostornine vrtenin in predlagam
Se sedem domacih vaj za utrditev snovi. To snov ponavadi zvedo Sele
Studenti na univerzi (1. letnik matematike, fizike, tehnike, itn.), vendar jo je
mogoce pojasniti na srednjeSolski stopnji, celo tako preprosto, da jo lahko
razume Ze osmosSolec nase osnovne Sole, Ce se le malo potrudi.

Paul Guldin in njegovi pravili

Rojen kot Habakuk v zlatarski druzini zidovskega rodu in protestantske vere je
pri 20.-tih v Miinchnu vstopil v jezuitski red in prevzel ime Paul. Sel je skozi
dobro organizirano jezuitsko Solo in po nekaj letih postal jezuitski sholastik,
pozneje pa tudi jezuitski duhovnik.

Ko si je pridobil dovolj matemati¢nega znanja, so ga leta 1609 poslali
Studirat na Rimski jezuitski kolegij (Collegium Romanum) v Rim k slavnemu
profesorju matematike in astronomije Christopherju Claviusu (1538-1612), ki je
bil odli¢ni ucitelj in pedagog, Ceprav ni znan po kak$nih vecjih matemati¢nih in
astronomskih odkritjih. V Rimu je opravil tudi ustrezni teoloski Studij.

Po kon¢anem Studiju leta 1617 je najprej odSel na Jezuitski kolegij v
Gradec, potem leta 1623 na Dunaj, Kjer je bil profesor matematike na univerzi.
Leta 1629 so ga poslali uéit na Jezuitsko gimnazijo v Slezijo. Po nekaj letih
tamkajSnjega poucevanja se je vrnil na profesorsko mesto na Dunaj. Tu je bil do
leta 1637, ko se je vrnil v Gradec, kjer je ostal do konca svojega Zivljenja.

, Njegovo glavno matemati¢no-fizikalno delo je Centrobaryca (v 4 delih, ki
so izhajali med letoma 1635 in 1641). V njem je med drugim objavil dve pravili
oziroma dokazal dva izreka o izrac¢unu povrsine in prostornine rotacijskih
geometrijskih teles — vrtenin.

! Imenovani tudi Pappos-Guldinovi pravili, saj ju je delno poznal Ze starogrski geometer
Pappos (Pappus, Pap) Aleksandrijski (ok. 290—ok. 350). Ker je pravili objavil v 17. stoletju
pod svojim imenom, so ga menda nekateri celo obsojali plagiatorstva.


https://sl.wikipedia.org/wiki/Izrek
https://sl.wikipedia.org/wiki/Površina
https://sl.wikipedia.org/wiki/Prostornina
https://sl.wikipedia.org/w/index.php?title=Vrtenina&action=edit&redlink=1
https://sl.wikipedia.org/wiki/Geometrijsko_telo

Pri pojasnjevanju Guldinovih pravil je treba najprej in predvsem povedati
tole. Lik in vrtilna os, okrog katere se lik vrti, lezita v isti ravnini in vrtilna os ne
sme sekati lika.

Prvo pravilo: povrSina vrtenine je enaka zmnozku obsega lika in dolzine
poti teziSca lika pri vrtenju lika okrog vrtilne osi (ki leZi v ravnini lika, a ga ne
preseka).

Drugo pravilo: prostornina vrtenine je enaka zmnozku plos¢ine lika in
dolZine poti teziS¢a lika pri vrtenju lika okrog vrtilne osi (ki lezi v ravnini lika, a
ga ne preseka).

Jezuit, matematik in astronom Paul (s krstnim imenom Habakuk) Guldin
(Sankt Gallen, Svica, 1577 — Gradec, Avstrija, 1643).

Ce ozna¢imo obseg lika s érko s, plos¢ino lika s érko S, razdaljo (odda-
ljenost) tezis¢a T lika od vrtilne osi z rr, je pot tezisca lika, ki jo opiSe (naredi)
teziS¢e pri vrtenju lika, enaka obsegu kroznice s polmerom rr, to je 27 - r,
ustrezna obrazca za izracun povrSine P in prostornine V vrtenine pa se zapiseta
takole:

l. P=s:2m-rr
. V=S:2x-r7



Guldinovi pravili sta geometrijski pravili, po katerih lahko iz gornjih
obrazcev (enacb) preprosto izratunamo P in V dolocenih vrtenin, ne pa vseh. P
In V vseh vrtenin pa lahko vedno izraCunamo s sestavljanjem. En tak primer
bomo pokazali tudi tu, da bomo na ta nacin potrdili pravilnost izra¢unov P in V
vrtenin po Guldinu.

Zgledi

1. Tu gre za primer geometrijskega telesa, ki mu pravimo torus ali svitek
(zracnica ali po domace Slauh). Nastane z vrtenjem kroZnice okrog osi, ki lezi v
isti ravnini kot kroznica, a je ne preseka.
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Izracun za povrsino torusa po gornjih podatkih je:
P=s:2n-rr=2nr)Q2nd)=4n’rd
Izracun za prostornino torusa po gornjih podatkih pa je:
V=S:2a-rr =(ar®)-(2nd ) = 2n°r’d

2. Kvadrat s stranico a se zavrti okrog osi, ki gre skozi oglis¢e kvadrata in je
pravokotna na diagonalo kvadrata. Izracunajmo povrsino in prostornino tako
nastale vrtenine. Skico naredite sami. Je preprosta.

Tu je rr = a\2/2;
P=s-2n-rr = (4a)2raV2/2) = 4\2-xa? in
V=S-2r-rr = (@) (2nav2/2) =\2-na’

Zdaj pa Se preskus, ¢e smo prav izracunali. Pri vrtenju kvadrata okrog te
osi nastaneta dva enaka stozca in dva enaka prisekana stozca, vsi z enako vi§ino
aV2/2, polmer stoZca je aV2/2, polmera prisekanega stozca pa sta a\2 in aV2/2.



Povrsina vrtenine je enaka vsoti ploscin plas¢ev obeh stozcev: P = 2 -
plos¢ina plasca stoZca + 2 - plo§¢ina plaséa prisekanega stozca = 2- (1 Y-a\2-a +
m (a\2 + av2/2)-a) = 4\2-na’.

Prostornina vrtenine je razlika med dvema prostorninama prisekanega

stozca in dvema prostorninama stozca: V = 2 - prostornina prisekanega stZzca — 2
- prostornina stozca = 2-(-aN2/6 -(2a% + % a2 + @%) — waN2/6- ¥ a?) = \2-na’.

3. Enakostrani¢ni Sestkotnik s stranico a se zavrti okrog stranice. Skico naredite
sami. Koliko je P in V vrtenine ?

Tu je rr = a\3/2;
P=s-2x-rr = (6a)(2raV3/2) = 6\3-ma?in
V=S-2x-rr = (3a2V3/2) - 2nav3/2) = 4,5-na’

Domace naloge

(Pri vseh nalogah uporabite Guldinovi pravili; o pravilnem rezultatu se lahko
vedno prepricate s sestavljanjem posameznih delov vrtenine.)

1. Kvadrat z dolzino stranice a se zavrti okrog stranice. Izracunajte P in V tako
nastale vrtenine.

2. Kvadrat s stranico a se zavrti okrog osi, ki je vzporedna s stranico in je od nje
oddaljena za a. P in V vrtenine = ?

3. Enakostrani¢ni trikotnik s stranico a se zavrti okrog stranice. P, V=7

4. Enakostranic¢ni trikotnik s stranico a se zavrti okrog osi, ki gre skozi oglisce
trikotnika in je pravokotna na visino trikotnika. P, V =7

5. Enakostrani¢ni trikotnik s stranico a se zavrti okrog osi, ki gre skozi oglisce
trikotnika in je vzporedna z visino trikotnika. P, V = ?

6. Enakostrani¢ni 6-kotnik s stranico a se zavrti okrog osi, ki gre skozi oglisce
Sestkotnika in je pravokotna na 2a. P, V =?

7. Kroznica z radijem a se zavrti okrog tangente. P inV =?
Sami si izmislite e kak$no tezjo nalogo. Jih kar mrgoli.

Kranj — Zlato Polje, 21. julij 2018 Majo Prosen



